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Tijekom 5. stoljec´a prije Krista starogrcˇki matematicˇari pocˇeli su zahtijevati da se sve
geometrijske konstrukcije provode iskljucˇivo ravnalom i sˇestarom. To je dovelo do postav-
ljanja niza zadataka, od cˇega su najpoznatija takozvana tri klasicˇna problema. Medu njima
nalazi se i problem trisekcije kuta, odnosno problem konstruktivnog nalazˇenja trec´ine za-
danog kuta. Ovaj problem razlikovao se od preostalih jer ga je bilo moguc´e rijesˇiti za neke
posebne slucˇajeve.
U ovom radu proucˇavat c´emo klasu trokuta cˇije su duljine stranica cijeli brojevi, a sva tri
kuta su trisektibilna. Naglasak c´e biti na uvjetima koji trebaju biti ispunjeni da bi kutovi u
trokutu s cjelobrojnim stranicama bili trisektibilni. Dokazuje se da je kut θ trisektibilan ako
i samo ako vrijedi cos θ = 4t3 − 3t za neki racionalni broj iz intervala 〈−1, 1〉. No, radi pot-
punosti, rad c´emo zapocˇeti s teorijskom osnovom konstruktibilnih i trisektibilnih kutova,
a kao rezultat prvog dijela rada, navest c´emo listu prvih tridesetak vrijednosti kosinusa
trisektibilnih kutova.
U drugom poglavlju ukratko se pitamo postoje li pravokutni, jednakokracˇni ili jednakos-
tranicˇni trokuti s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Osim navodenja neko-
liko konkretnih primjera, o pravokutnim trokutima s cjelobrojnim stranicama i trisektibil-
nim kutovima nesˇto visˇe c´e se govoriti na samom kraju rada. U ovom dijelu, prikazat c´emo
R. A. Gordonovu jednostavnu metodu za pronalazˇenje nekih posebnih, ali beskonacˇnih
klasa trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.
U trec´em poglavlju definirat c´emo rezidual, pozitivan cijeli broj koji je pridruzˇen svakom
kutu s racionalnom vijednosti kosinusa. Jednakost reziduala pokazat c´e se kao nuzˇan i
dovoljan uvjet da bi se dva sˇiljasta kuta nasˇla u jednom trokutu s cjelobrojnim stranicama.
U pretposljednjem poglavlju izveden je oblik opc´e formule za stranice promatranih trokuta.
Na temelju te formule mozˇe se pokazati da za svaki kvadratno slobodan pozitivan cijeli
broj r postoji beskonacˇno mnogo razlicˇitih trokuta s cjelobrojnim stranicama cˇiji su kutovi
trisektibilni i zajednicˇki im je rezidual jednak r.
Na samom kraju rada, prikazat c´emo rezultat W. D. Changa i R. A. Gordona koji poka-




Konstruktibilni i trisektibilni kutovi
Prije nego sˇto c´emo istrazˇiti trokute s trisektibilnim kutovima, moramo definirati sˇto znacˇi
da je kut trisektibilan. Da bismo to mogli, najprije moramo definirati konstruktibilan kut,
odnosno konstruktibilne brojeve.
1.1 Konstruktibilni brojevi
U geometriji postoje razlicˇite vrste konstrukcija, s obzirom na raspolozˇiva sredstva i dopu-
sˇtene postupke. Ovdje razmatramo samo konstrukcije pomoc´u sˇestara i ravnala bez mjernih
oznaka. Dakle, pomoc´u sˇestara mozˇe se konstruirati kruzˇnica ili luk kruzˇnice sa zadanim
sredisˇtem i zadanim polumjerom. Pomoc´u ravnala mozˇe se nacrtati bilo koja duzˇina koja
pripada pravcu zadanom dvjema tocˇkama. Takoder, podrazumijeva se da se primjenom
sˇestara i ravnala mozˇe konstruirati sjecisˇte dvaju neparalelnih pravaca, dva sjecisˇta kruzˇnice
i pravca te dva sjecisˇta dviju kruzˇnica. Tako c´e pojam konstruktibilnosti znacˇiti moguc´nost
konstrukcije iz nekih zadanih elemenata, primjenom samo ravnala i sˇestara.
Kljucˇnu ulogu imat c´e konstruktibilnost duzˇine zadanog mjernog broja, to jest duljine, uz
pretpostavku da je zadana duzˇina koja se uzima kao jedinicˇna (tj. mjernog broja 1). Krac´e,
govorit c´emo o konstruktibilnosti pozitivnog realnog broja ρ u smislu sljedec´e definicije.
Definicija 1.1.1. Realan broj ρ je konstruktibilan ako se, za danu duzˇinu duljine x, duzˇina
duljine |ρ| x mozˇe konstruirati sa sˇestarom i ravnalom bez mjernih oznaka.
Odsad c´emo pretpostavljati da je zadana samo jedinicˇna duzˇina, a konstruktibilnost c´e se
odnositi na sve realne brojeve.
Sada kada imamo definiciju, mozˇemo utvrditi koji realni brojevi su konstruktibilni.
2
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Teorem 1.1.2. Svi racionalni brojevi su konstruktibilni.
Dokaz.
Ako je zadana duzˇina AB duljine 1, jasno je da mozˇemo nanosec´i n puta tu jedinicˇnu duzˇinu
(pomoc´u sˇestara), na pravcu konstruirati duzˇinu cˇija je duljina zadani pozitivan cijeli broj
n. Stoga, zakljucˇujemo da je svaki cijeli broj konstruktibilan.
Preostaje nam pokazati da su i pozitivni racionalni brojevi koji nisu cijeli, takoder kons-
truktibilni. Neka je r pozitivan racionalan broj takav da nije cijeli broj. Prema definiciji
znamo da postoje pozitivni cijeli brojevi p i q, q , 1, takvi da je r = pq . Pretpostavimo da
je q > p. Buduc´i da su p i q pozitivni cijeli brojevi, mozˇemo konstruirati duzˇine AC i AE
takve da je |AC| = p i |AE| = q. Iz slicˇnih trokuta 4ABC i 4ADE, gdje je |AD| = 1, slijedi
|AB| : |AD| = |AC| : |AE|. Odnosno |AB| : 1 = p : q, iz cˇega dobivamo da je |AB| = pq = r,
sˇto smo i trebali dokazati.
Slika 1.1: Dokaz teorema 1.1.2
U slucˇaju kada je p > q, mozˇemo napraviti istu konstrukciju gdje je |AC| = q, |AE| = p i
|AB| = 1.
Buduc´i da je r bilo koji pozitivan broj iz skupa Q\Z, znamo da su svi pozitivni racionalni
brojevi iz skupa Q\Z konstruktibilni. Kako smo na pocˇetku dokazali da su svi cijeli brojevi
konstruktibilni, slijedi da su i svi racionalni brojevi konstruktibilni.

Kako bismo odredili skup svih konstruktibilnih brojeva, istrazˇit c´emo algebarske operacije
s obzirom na koje je taj skup zatvoren.
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Teorem 1.1.3. Skup konstruktibilnih brojeva je zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja,
oduzimanja, mnozˇenja, dijeljenja i vadenja drugog korijena.
Dokaz.
Ako su zadane, odnosno konstruirane duzˇine AB duljine a i BC duljine b, jasno je da
mozˇemo, nanosˇenjem (pomoc´u sˇestara) odgovarajuc´ih duzˇina, na jednom pravcu konstru-
irati duzˇine duljine a + b, odnosno |a − b|.
Duzˇinu duljine a · b mozˇemo konstruirati koristec´i jednakost b : 1 = ab : a i pomoc´u
slicˇnih trokuta. Na slici 1.2 imamo da je |AD| = 1, |AE| = b, |AB| = a, iz cˇega zbog
slicˇnosti trokuta 4ADE i 4ABC slijedi da je |AC| = ab.
Slika 1.2: Dokaz teorema 1.1.3 za mnozˇenje
Slicˇno, pomoc´u jednakosti a : b = ab : 1 i slicˇnih trokuta 4ADE i 4ABC, gdje je |AB| = a,|AD| = b, |AE| = 1 dobivamo |AC| = ab . (Na slici 1.3 je prikazan slucˇaj a > b.)
Slika 1.3: Dokaz teorema 1.1.3 za dijeljenje
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Preostaje konstruiranje duzˇine duljine
√
a za zadanu |AB| = a. Primijenit c´emo poznatu
cˇinjenicu da u pravokutnom trokutu duljina visine v iz vrha C pravog kuta iznosi v =
√
pq,
pri cˇemu su p i q duljine odsjecˇaka AN i NB na hipotenuzi, a N nozˇisˇte visine iz vrha
C. Stoga, ako konstruiramo duzˇinu AB i na njoj tocˇku N tako da je |AN | = a i |NB| = 1
(ili obrnuto), bit c´e |CN| = √a. Vrh C dobivamo tako da konstruiramo polukruzˇnicu nad
promjerom AB i zatim sjecisˇte te polukruzˇnice s okomicom na AB u tocˇki N. Po Talesovom
teoremu ^ACB je pravi kut.
Slika 1.4: Dokaz teorema 1.1.3 za vadenje drugog korijena

Sada mozˇemo dokazati glavni teorem o konstruktibilnosti pozitivnih realnih brojeva. Iz
prethodnih teorema znamo da skup konstruktibilnih brojeva sadrzˇi skup pozitivnih raci-
onalnih brojeva i njihove kvadratne korijene, kao i sve brojeve koji se iz njih mogu dobiti
primjenom operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozˇenja, dijeljenja i vadenja drugog kori-
jena. Sljedec´i teorem pokazat c´e da se svaki konstruktibilni broj mozˇe dobiti na opisani
nacˇin.
Teorem 1.1.4. Broj je konstruktibilan ako i samo ako mozˇe biti dobiven u konacˇno mnogo
koraka zbrajanja, oduzimanja, mnozˇenja, dijeljenja i kvadratnih korijena racionalnih bro-
jeva.
Dokaz.
Uvedimo u euklidsku ravninu Kartezijev koordinatni sustav kako bismo pravce i kruzˇnice
mogli prikazati jednadzˇbama i analiticˇki izraziti rezultate primjene osnovnih konstruk-
cija. Tada sjecisˇte pravaca odgovara rjesˇenju dviju linearnih jednadzˇbi s 2 nepoznanice, a
sjecisˇte pravca i kruzˇnice svodi se na rjesˇavanje kvadratne jednadzˇbe. Odredivanje sjecisˇta
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dviju kruzˇnica takoder se svodi na odredivanje sjecisˇta kruzˇnice i pravca. Kako su rjesˇenja
kvadratnih jednadzˇbi, cˇiji su koeficijenti konstruktibilni brojevi, takoder konstruktibilna,
vidimo da se svaki konstruktibilni broj doista mozˇe dobiti primjenom konacˇno mnogo ope-
racija zbrajanja, oduzimanja, mnozˇenja, dijeljenja i vadenja kvadratnih korijena.

Sada c´emo dokazati teorem o konstruktibilnosti brojeva koji su korijeni kubne jednadzˇbe.
To c´e zahtijevati neke leme i definicije.
Lema 1.1.5 (Be´zoutov teorem). r je korijen polinoma p(x) ako i samo ako (x − r) dijeli
p(x).
Dokaz.
⇒ Neka je r korijen polinoma p(x). Po teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom, slijedi
da p(x) mozˇemo zapisati i kao p(x) = (x− r)q(x)+R, gdje je q(x) kvocijentni polinom, a R
ostatak. Uvrsˇtavanjem x = r u gornju jednakost, dobivamo R = 0 sˇto znacˇi da (x − r) dijeli
p(x).
⇐ Pretpostavimo da (x − r) dijeli p(x), tada postoji q(x) takav da je p(x) = (x − r)q(x).
Uvrsˇtavanjem x = r dobivamo p(r) = 0, tj. r je korijen polinoma p(x).

Lema 1.1.6. Ako su r1, r2, r3 korijeni kubne jednadzˇbe x3 + bx2 + cx + d = 0, onda je
b = −(r1 + r2 + r3).
Dokaz.
Prema Be´zoutovom teoremu i cˇinjenici da je koeficijent od x3 jednak jedan, znamo da svaki
od (x− r1), (x− r2) i (x− r3) dijeli nasˇ polinom p(x) = x3 + bx2 + cx+ d. Stoga, jednadzˇbu
x3 + bx2 + cx + d = 0 mozˇemo zapisati kao (x − r1)(x − r2)(x − r3) = 0. Mnozˇenjem tih
faktora dobivamo da je koeficijent od x2 jednak −(r1 + r2 + r3) i stoga je b = −(r1 + r2 + r3).

Definicija 1.1.7. Za n ∈ N kazˇemo da je kvadratno slobodan ako ne postoji m ∈ N,m > 1,
takav da je n djeljiv s m2.
Drugacˇije recˇeno, u rastavu n na prim faktore, nema prim faktora s eksponentom vec´im od
1, sˇto znacˇi da je kvadratno slobodni n jednak umnosˇku nekih razlicˇitih prim brojeva
n = p1 · · · pk.
Svaki n ∈ N mozˇe se napisati u obliku n = m2 · n0, pri cˇemu je n0 kvadratno slobodan ili 1.
Po dogovoru se broj 1 uzima kao kvadratno slobodan.
Za pozitivan racionalni broj q = ab , pri cˇemu je M(a, b) = 1, kazˇemo da je kvadratno
slobodan ako su a i b oba kvadratno slobodni.
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r | a, b, r ∈ Q i r kvadratno slobodan
}
.
Konjugat od x, oznacˇen kao x, dan je kao a − b√r, gdje je x = a + b√r.
Lema 1.1.9. Konjugat sume dvaju elemenata iz skupa{
a + b
√
r | a, b, r ∈ Q i r kvadratno slobodan
}
jednak je sumi konjugata. Konjugat umnosˇka dvaju elemenata iz tog skupa jednak je
umnosˇku konjugata.
Dokaz.











= (a + c) + (b + d)
√












= a + b
√
r + c + d
√
r
Ovime je dokazan slucˇaj za zbrajanje.


































= (ac + rbd) + (ad + bc)
√



















= (ac + rbd) − (ad + bc) √r

























Lema 1.1.10. Neka je R = a + b
√
r gdje su a, b, r ∈ Q i r je kvadratno slobodan. Ako je
R korijen polinoma s racionalnim koeficijentima, onda je konjugat R = a − b√r takoder
korijen tog polinoma.
Dokaz.
Pretpostavimo da imamo polinom
p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0
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Iz prethodne leme koja kazˇe da je konjugat sume jednak sumi konjugata, slijedi da lijevu




















Buduc´i da je konjugat svakog racionalnog broja sam taj broj, a koeficijenti nasˇeg polinoma
su racionalni brojevi, oni c´e nakon konjugacije ostati nepromijenjeni. Sada znamo da je
konjugat od a + b
√
r korijen nasˇeg polinoma.

Sada slijedi glavni teorem ovog dijela.
Teorem 1.1.11. Kubna jednadzˇba s racionalnim koeficijentima ima konstruktibilni korijen
ako i samo ako ta jednadzˇba ima racionalni korijen.
Dokaz.
⇒ Neka je p(x) = ax3 + bx2 + cx + d polinom trec´eg stupnja s racionalnim koeficijentima.
Dijeljenjem polinoma p(x) s vodec´im koeficijentom, ako je potrebno, dobivamo polinom
kojemu je vodec´i koeficijent jednak jedan (kako bi se mogla primijeniti lema 1.1.6). Pret-
postavimo da p(x) ima konstruktibilni korijen R1 = m + n
√
r gdje su m, n, r ∈ Q. Tada po
lemi 1.1.10 znamo da postoji drugi korijen R2 takav da je R2 = R1 = m − n√r. Neka je
trec´i korijen nasˇe kubne jednadzˇbe s. Po lemi 1.1.6 vrijedi da je R1 +R2 + s = −b, gdje je b
racionalan koeficijent nasˇe kubne jednadzˇbe. Stoga je zbroj triju korijena kubne jednadzˇbe
m+n
√
r+m−n√r+ s = 2m+ s racionalan broj. Buduc´i da je m racionalan broj, s takoder
mora biti racionalan broj
(
jer s = (2m + s) − 2m, a 2m, 2m + s ∈ Q). Stoga nasˇa kubna
jednadzˇba s racionalnim koeficijentima ima racionalni korijen s kada ima konstruktibilni
korijen.
⇐ Ako p(x) ima racionalan korijen r, tada po teoremu 1.1.2 slijedi da p(x) ima konstruk-
tibilni korijen.

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1.2 Konstruktibilni kutovi
Uz opc´u teoriju o konstruktibilnim brojevima, zapocˇinjemo razmatranje konstruktibilnih
kutova. Buduc´i da su duljine i kutovi dobro povezani trigonometrijskim funkcijama, zapo-
cˇinjemo nasˇu teoriju s njima.
Teorem 1.2.1. Kut θ je konstruktibilan ako i samo ako je cos θ konstruktibilan broj. Po-
sebno, ako je cos θ racionalan broj tada je θ konstruktibilan.
Dokaz.
⇒ Neka je θ konstruktibilan kut takav da mu se krakovi nalaze na pravcima a i b, a tocˇka C
koja je presjek tih dvaju pravaca je vrh kuta. Na kraku a po volji odaberimo tocˇku A i u njoj
konstruiramo pravac c okomit na a. Presjek pravaca b i c oznacˇimo tocˇkom B. Rezultat
je pravokutni trokut gdje je kosinus kuta θ kvocijent stranica CA i CB. Po teoremu 1.1.3
slijedi da je |CA||CB| konstruktibilan broj i stoga je cos θ konstruktibilan broj.
⇐ Neka je cos θ konstruktibilna duljina, tada po teoremu 1.1.3 znamo da je duljina√
1 − cos2 θ takoder konstruktibilna. Neka je duzˇina AB duljine cos θ. Buduc´i da je cos θ
konstruktibilna duljina, mozˇemo konstruirati duzˇinu BC duljine
√
1 − cos2 θ koja c´e biti
okomita na AB. Spajanjem duzˇine AC vidimo da imamo pravokutni trokut cˇija je duljina
hipotenuze 1. Stoga, ako promatramo kosinus kuta α s vrhom u tocˇki A, vidimo da je
jednak cos θ1 . Dakle, cosα = cos θ. Sada, buduc´i da smo konstruirali taj trokut, mozˇemo
konstruirati sukladan trokut koji dobivamo osnom simetrijom trokuta 4ABC s obzirom na
stranicu AB. Slijedi da je kut α ili kut dobiven dodavanjem kuta α na kut izmedu dvije
hipotenuze jednak θ. Stoga je θ konstruktibilan.

1.3 Trisektibilni kutovi
Definicija 1.3.1. Kut θ je trisektibilan ako je kut θ3 konstruktibilan.
Napomena 1.3.2. Uocˇimo da ako je θ3 konstruktibilan, onda je i θ konstruktibilan. Npr.
kut pi3 , odnosno 60
◦ je konstruktibilan, ali kut pi9 , odnosno 20
◦ nije konstruktibilan. Kut pi4
(45◦) je konstruktibilan, a i trisektibilan jer je pi12 (tj. 15
◦) konstruktibilan.
Buduc´i da smo u ovom radu zainteresirani za trokute s cjelobrojnim stranicama, iz kosinu-
sovog poucˇka koji kazˇe da je c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ, uocˇavamo da c´e nas zanimati samo
unutarnji kutovi koji rezultiraju racionalnim vrijednostima kosinusa. Imajuc´i to na umu
dolazimo do sljedec´eg vazˇnog teorema.
Teorem 1.3.3. Neka je kut θ takav da je cos θ racionalan broj. Kut θ je trisektibilan ako i
samo ako postoji racionalan broj t ∈ 〈−1, 1〉 takav da je cos θ = 4t3 − 3t.
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Dokaz.
Neka je kut θ takav da je cos θ racionalan broj. Po prethodnim teoremima slijedi da je θ
konstruktibilan kut. Formulu za kosinus trostrukog kuta cos 3θ = 4 cos3 θ−3 cos θ mozˇemo
zapisati kao cos θ = 4 cos3 θ3 − 3 cos θ3 . Uocˇavamo da je cos θ3 korijen kubnog polinoma
0 = 4x3 − 3x − cos θ.
Po teoremima 1.1.11 i 1.2.1 dobivamo sljedec´i niz ekvivalencija:
Kut θ je trisektibilan
⇔ kut θ3 je konstruktibilan
⇔ cos θ3 je konstruktibilan broj
⇔ polinom 4x3 − 3x − cos θ ima racionalan korijen
⇔ postoji racionalan broj t ∈ 〈−1, 1〉 takav da je cos θ = 4t3 − 3t
Oznacˇimo taj racionalni korijen s t i pokazˇimo da vrijedi t ∈ [−1, 1].
Kako je 4t3 − 3t = cos θ, vrijedi −1 ≤ 4t3 − 3t ≤ 1.
Za |t| ≥ 1 imamo 4t2 − 3 ≥ 1 pa je i |t(4t2 − 3)| ≥ 1.
Zbog 4t3 − 3t = cos θ mora vrijediti |t(4t2 − 3)| ≤ 1, dakle nuzˇno je da je |t| ≤ 1.
Cˇinjenica da t mozˇemo ogranicˇiti na interval 〈−1, 1〉 proizlazi iz sljedec´eg:
Za funkciju f (x) = 4x3 − 3x − cos θ vrijedi











Stoga, radije umjesto da domenu f (x) zapisujemo kao [−1, 1], mozˇemo samo zapisati
〈−1, 1〉.
Takoder,
cos θ = 1 za θ = 0 ili 2pi
cos θ = −1 za θ = pi,
a ti slucˇajevi su trivijalni pa ih ne trebamo posebno razmatrati.

Za nasˇ rad bit c´e koristan sljedec´i teorem koji povezuje trisektibilnost dvaju unutarnjih
kutova i trec´i unutarnji kut u trokutu.
Teorem 1.3.4. Ako su dva kuta u trokutu trisektibilna, onda je i trec´i kut trisektibilan.
Dokaz.
Neka su α, β i γ kutovi trokuta te neka su α i β trisektibilni. Znamo da je α+β+γ = 180◦ = pi
i stoga je γ = pi − α − β. Buduc´i da je cos pi3 = 12 , po teoremu 1.1.2 slijedi da je cos pi3
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konstruktibilan broj te je po teoremu 1.2.1 pi3 konstruktibilan kut. S obzirom da su α i
β trisektibilni, po teoremu 1.3.3 i njegovim ekvivalencijama slijedi da su α3 i
β
3 takoder
konstruktibilni. Buduc´i da je γ3 =
pi
3 − α3 − β3 , po teoremima 1.1.3− 1.2.1 zakljucˇujemo da je
γ
3 konstruktibilan kut. Konacˇno, po teoremu 1.3.3 zakljucˇujemo da je i kut γ trisektibilan.

Takoder, mozˇemo izvesti slicˇan rezultat za kut θ i njegov suplementarni kut.
Teorem 1.3.5. Kut θ je trisektibilan ako i samo ako je njegov suplementarni kut trisektibi-
lan.
Dokaz.
⇒ Neka je θ trisektibilan kut. Po teoremu 1.3.3 i njegovim ekvivalencijama slijedi da je θ3
konstruktibilan kut. Buduc´i da je pi3 konstruktibilan kut (vidi dokaz prethodnog teorema),
slijedi da je razlika pi3 − θ3 takoder konstruktibilna. Iz konstruktibilnosti razlike pi3 − θ3 , po
teoremu 1.3.3 i njegovim ekvivalencijama slijedi da je kut pi − θ trisektibilan.
⇐ Obrnuti smjer ocˇito vrijedi zbog pi − (pi − θ) = θ.

Ovo nas dovodi do moguc´nosti sazˇimanja jednog dijela teorema 1.3.3.
Teorem 1.3.6. Kut θ je trisektibilan ako |cos θ| = |4t3−3t| za neki racionalan broj t ∈ 〈0, 1〉.
Dokaz.
Uocˇimo da se funkcija |cos θ| mozˇe zapisati po dijelovima kao
|cos θ| =
{
cos θ : 0 ≤ θ ≤ pi2
cos (pi − θ) : pi2 ≤ θ ≤ pi.
Iz prethodnog teorema kojim smo pokazali da je θ trisektibilan ako i samo ako je pi − θ
trisektibilan, slijedi da je |cos θ| trisektibilan ako postoji racionalan broj t ∈ 〈0, 1〉 takav da
je |cos θ| = |4t3 − 3t|.

Kako bismo sastavili popis konstruktibilnih vrijednosti kosinusa, uveli smo racionalnu vri-
jednost yz gdje su y i z relativno prosti brojevi takvi da je 1 ≤ y < z. Slijedi da racionalne
vrijednosti kosinusa mozˇemo opisati u tri razlicˇita slucˇaja:
1. z je neparan,
2. z je paran, z = 2w pri cˇemu je w neparan,
3. z je paran, z = 2w pri cˇemu je w paran.
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Analizom ova tri slucˇaja dolazimo do toga da mozˇemo opisati trisektibilne kosinuse na
nacˇin kako slijedi.
Teorem 1.3.7. Kut θ je trisektibilan ako i samo ako cos θ = mn , gdje su m i n relativno prosti
brojevi te poprimaju jedan od sljedec´ih oblika:
1. m = y
∣∣∣4y2 − 3z2∣∣∣ , n = z3, z je neparan, M(y, z) = 1 i 1 ≤ y < z
2. m = 12y
∣∣∣y2 − 3w2∣∣∣ , n = w3, w i y su neparni, M(y,w) = 1 i 1 ≤ y < 2w
3. m = y
∣∣∣y2 − 3w2∣∣∣ , n = 2w3, w je paran, M(y,w) = 1 i 1 ≤ y < 2w.
Dokaz.







)∣∣∣∣∣ = y|4y2 − 3z2|z3 .
Svaki od triju slucˇajeva ispitat c´emo pojedinacˇno.
1. Buduc´i da su z i y relativno prosti, tj. M(z, y) = 1, zakljucˇujemo da je M(z3, y) = 1.
Kada bi M(z3, y) bila vec´a od 1, tada bi i M(z, y) bila vec´a od 1, sˇto je nemoguc´e jer su
z i y relativno prosti. Sada josˇ trebamo provjeriti je li z relativno prost s 4y2 − 3z2. Iz
cˇinjenice da su z i y relativno prosti, proizlazi da je M(z3, y2) = 1. Nadalje, M(z3, 4) = 1
jer je z neparan pa je i z3 neparan. Stoga, M(z3, 4y2) = 1. Iz toga slijedi zakljucˇak da je
M(z3, 4y2 − 3z2) = 1.
Dakle, u slucˇaju kada je z neparan, M(y, z) = 1 i 1 ≤ y < z
m = y
∣∣∣4y2 − 3z2∣∣∣ , n = z3, z neparan, M(y, z) = 1 i 1 ≤ y < z.










Buduc´i da su z i y relativno prosti, tj. M(z, y) = 1 i z = 2w, slijedi da je M(2w, y) = 1.
Zakljucˇujemo da je y neparan, inacˇe bi M(2w, y) bila barem 2. Nadalje, zakljucˇujemo da
je M(w, y) = 1 te da je M(2, y) = 1. Stoga slijedi, M(w, y2) = 1 te M(w3, y2) = 1. Konacˇno,
M(w3, y2 − 3w2) = 1.





∣∣∣y2 − 3w2∣∣∣ , n = w3, w i y su neparni, M(y,w) = 1 i 1 ≤ y < 2w.
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Buduc´i da su z i y relativno prosti, tj. M(z, y) = 1 i z = 2w, slijedi da je M(2w, y) = 1.
Nadalje, zakljucˇujemo da M(w, y) = 1 i stoga je M(2w3, y) = 1 i M(2w3, y2) = 1.
Konacˇno, brojnik i nazivnik ovog razlomka su relativno prosti brojevi, odnosno M(2w3,
y2 − 3w2) = 1.
Dakle, u slucˇaju kada su z i w parni brojevi takvi da vrijedi z = 2w, M(y, z) = 1 i 1 ≤ y < z,
m = y
∣∣∣y2 − 3w2∣∣∣ , n = 2w3, w je paran, M(y,w) = 1 i 1 ≤ y < 2w.

Uocˇimo da je nazivnik n ili neparan kub ili dvostruki paran kub. Tako je moguc´e navesti
sve moguc´e pozitivne racionalne vrijednosti za | cos θ| kad je θ trisektibilan. Navodimo
prvih tridesetak takvih vrijednosti, u poretku s rastuc´im nazivnikom do ukljucˇeno nazivnik
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Kako bismo pronasˇli trokut s cjelobrojnim stranicama (a, b, c) s tri trisektibilna kuta α, β,
γ, moramo odabrati stranice a, b i c tako da se sva tri broja | cosα|, | cos β| i | cos γ| po-
javljuju negdje u prosˇirenom popisu moguc´ih vrijednosti (zajedno s vrijednosˇc´u 0, ako je
trokut pravokutni).
Imajuc´i, za nasˇe potrebe, dostatno iscrpnu teoriju trisektibilnosti, krec´emo na glavni dio
ovog rada.
Poglavlje 2
Trokuti s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima
Koristit c´emo pojam primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima
kada su stranice trokuta relativno prosti brojevi.
2.1 Pravokutni trokut
Prirodno je postaviti pitanje postojanja pravokutnih trokuta s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima jer ih dosad nismo razmatrali. Kao nuzˇan i dovoljan uvjet posto-
janja primitivnog pravokutnog trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima
pokazuje se da hipotenuza takvog trokuta mora biti kub neparnog broja cˇiji su svi prim
faktori oblika 4k + 1. Prvi takav primjer koji se pojavljuje koristec´i vrijednosti kosinusa na
nasˇem popisu je (44, 117, 125), za koji je hipotenuza duljine 53. Dva sljedec´a primjera su
(828, 2035, 2197) (za koji je hipotenuza duljine 133) i (495, 4888, 4913) (za koji je hipote-
nuza duljine 173). U poglavlju 5 bavit c´emo se detaljnije pravokutnim trokutima na temelju
cˇlanka [3]. Potraga za trokutima s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima bez
pravog kuta bila je motivacija za rezultate prikazane u ovom radu.
2.2 Jednakokracˇni trokut
Buduc´i da je kut od 60◦ tipicˇan primjer kuta koji nije trisektibilan, znamo da ne postoji
jednakostranicˇan trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Nadalje,
√
2
je iracionalan pa ne postoje niti trokuti s cjelobrojnim stranicama koji su jednakokracˇni
pravokutni. S obzirom na prethodno navedeni popis vrijednosti kosinusa, mozˇemo lako
pronac´i primitivne trokute s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima koji su jed-
14
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nakokracˇni. Ako je mn racionalan broj s nasˇeg popisa (pri cˇemu je M(m, n) = 1), tada je
trokut (n, n, 2m) trokut s cjelobrojnim stranicama za koji su kutovi uz osnovicu trisekti-
bilni, a time taj trokut ima tri trisektibilna kuta. Ako je n neparan, stranice n i 2m nemaju








cˇije stranice nemaju zajednicˇkih faktora. Na primjer,
9
16
−→ (8, 8, 9), 11
16
−→ (8, 8, 11), 5
27
−→ (27, 27, 10), 13
27
−→ (27, 27, 26),
i tako dalje. Pogled na gore navedeni popis vrijednosti kosinusa otkriva da je jednakokracˇni
trokut ove vrste s najmanjim opsegom (8, 8, 9). Govorec´i o nasˇim opc´im formulama za m
i n, vidimo da dvije jednake stranice primitivnog jednakokracˇnog trokuta s cjelobrojnim
stranicama i trisektibilnim kutovima moraju biti potpuni kubovi.
Nakon sˇto smo vidjeli primjere pravokutnog i jednakokracˇnog trokuta s cjelobrojnim stra-
nicama i trisektibilnim kutovima, ostaje nam pitanje mozˇemo li pronac´i raznostranicˇan
trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima koji nema pravi kut. Na prvi
pogled, mozˇe se cˇiniti malo vjerojatno da poucˇak o kosinusima mozˇe dati dozvoljene vri-
jednosti kosinusa za svaki od tri kuta, ali kao sˇto c´emo vidjeti, takvi trokuti postoje.
U sljedec´em dijelu predstavljamo jednostavan pristup za pronalazˇenje nekih od njih, a kas-
nije c´emo razmotriti opc´i pristup.
2.3 Jednostavan pristup za pronalazˇenje trokuta
U ovom dijelu, razmotrit c´emo trokute s kutovima θ i 2θ i trokute s kutovima pi− θ i pi− 2θ.
Neka je θ trisektibilan kut takav da je 0 < θ < pi3 i cos θ =
m
n gdje su m i n relativno prosti
pozitivni cijeli brojevi. Razmotrimo trokut s kutovima θ, 2θ i pi−3θ. Uz malo razmisˇljanja,
vidimo da takav trokut mozˇe biti konstruiran i da su sva tri njegova kuta trisektibilna. Osim
toga, identiteti za kosinus dvostrukog ili trostrukog kuta otkrivaju da je kosinus svakog od
tih kutova racionalan broj. Buduc´i da je cos θ racionalan, kut θ ne mozˇe poprimiti nijednu




4 . Slijedi da odgovarajuc´i trokut nije ni pravokutan ni jednakokracˇan.













Primijenimo li da je cos θ = mn i uvrstimo li da je a = n
2, sˇto je prikladan izbor kako bi se
dobile cjelobrojne vrijednost b i c, dobivamo













2 cos2 θ − 1 + 2 cos2 θ
)
a = 4m2 − n2.
Uocˇimo da je c pozitivan jer uvjeti na θ povlacˇe da je mn >
1
2 . Nije tesˇko provjeriti da je
M(a, c) = 1 kada je n neparan i M(a, c) = 4 kada je n paran. Slijedi da je (n2, 2mn, 4m2−n2)








je primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima kada
je n paran.
Sada pretpostavimo da je θ trisektibilan te zadovoljava pi3 < θ <
pi
2 i cos θ =
m
n gdje su m i n
relativno prosti pozitivni cijeli brojevi. Razmotrimo trokut s kutovima pi−θ, pi−2θ i 3θ−pi.
Kao i prije, takav trokut mozˇe biti konstruiran, sva tri kuta su mu trisektibilna i kosinus
svakog kuta je racionalan broj. Buduc´i da odgovarajuc´i trokut ima tupi kut, to ocˇito nije
pravokutan trokut. Nadalje, cos 2pi5 nije racionalan pa kut θ ne mozˇe poprimiti vrijednost
2pi
5 sˇto nam pokazuje da odgovarajuc´i trokut nije jednakokracˇan. Nastavljajuc´i kao gore,
pronalazimo da je oblik trokuta sada (n2, 2mn, n2 − 4m2), odnosno po potrebi primijenimo
faktor 14 kako bismo dobili primitivni trokut. Tako smo dosˇli do sljedec´eg rezultata.
Teorem 2.3.1. Ako su m i n relativno prosti pozitivni cijeli brojevi i mn je kosinus trisek-
tibilnog kuta, onda (n2, 2mn, |4m2 − n2|) je primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i









je primitivni trokut s cjelo-
brojnim stranicama i trisektibilnim kutovima kada je n paran broj. Svaki od tih trokuta je
raznostranicˇan i nema pravi kut.
Lako je provjeriti da je stranica n2 ili n
2
4 uvijek sˇesta potencija nekog cijelog broja. Za
ilustraciju te formule, uocˇimo
9
16
−→ (64, 72, 17), 11
16
−→ (64, 88, 57),
5
27
−→ (729, 270, 629), 23
27
−→ (729, 1242, 1387).
Mozˇe se pokazati da razlicˇiti kutovi θ i φ odreduju razlicˇite (nesukladne) trokute. Postoji
beskonacˇno mnogo razlicˇitih primjera tih vrsta trokuta.
Ova metoda mozˇe se prosˇiriti na druge kombinacije kutova. Na primjer, mozˇemo razmotriti
trokut s kutovima θ, 3θ, pi − 4θ pod pretpostavkom da je 0 < θ < pi4 i trokute s kutovima θ,
4θ, pi−5θ i 2θ, 3θ, pi−5θ, pod pretpostavkom da 0 < θ < pi5 . Buduc´i da identiteti za kosinus
visˇestrukog kuta postaju zapetljaniji s visˇestrukim povec´anjem, formule za stranice trokuta
takoder postaju sve kompliciranije.
Poglavlje 3
Reziduali
Neka su θ i φ dva sˇiljasta kuta u trokutu s cjelobrojnim stanicama te neka su kosinusi tih
kutova racionalni brojevi. Buduc´i da su θ i φ sˇiljasti, vrijedi 0 < θ < φ < pi2 . Zapisˇemo li
cos(θ) = mn i cos(φ) =
p
q , tada mozˇemo izracˇunati kosinus trec´eg kuta u trokutu na nacˇin:




Kako bi ta vrijednost kosinusa bila racionalna,
√(
n2 − m2) · (q2 − p2) mora biti racionalan
te stoga (n2−m2)·(q2−p2) mora biti potpuni kvadrat. Prema osnovnom teoremu aritmetike,
svaka od ovih razlika mozˇe se zapisati u obliku umnosˇka potpunog kvadrata i kvadratno
slobodnog broja. Zapisujemo to kao n2 −m2 = j2r i q2 − p2 = k2s gdje su r i s kvadratno
slobodni. Slijedi da c´e (n2 − m2) · (q2 − p2) biti potpuni kvadrat kada je r = s.
Ovaj rezultat je vrlo vazˇan i o njemu ovise nasˇi trokuti s cjelobrojnim stranicama, a mi
c´emo stoga preciznije definirati i uvesti poseban naziv za takve kvadratno slobodne brojeve
pridruzˇene odredenoj racionalnoj vrijednosti kosinusa.
Definicija 3.0.1. Neka je θ ∈ 〈0, pi〉 kut cˇiji je kosinus racionalan, pisˇemo cos θ = mn , gdje
su m i n cijeli brojevi. Izrazimo broj n2 − m2 kao j2r gdje su j i r pozitivni cijeli brojevi i r
je kvadratno slobodan broj. Broj r nazivamo rezidual kuta θ.
Nakon definicije reziduala, mozˇemo u sazˇetom obliku iskazati prethodno dokazanu tvrd-
nju.
Teorem 3.0.2. Ako su θ i φ dva kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama, tada θ i φ imaju
jednaki rezidual r.
Sljedec´ih nekoliko lema dokazat c´e nam da trokut (a stoga i njegovi unutarnji kutovi) mogu
biti karakterizirani jednim rezidualom.
17
POGLAVLJE 3. REZIDUALI 18
Lema 3.0.3. Ako je cos θ racionalan (gdje je θ ∈ 〈0, pi〉) i rezidual od θ je r, onda je
sin θ = w
√
r, gdje je w pozitivan racionalan broj. Obrnuto, ako je cos θ racionalan broj i
sin θ = w
√
r (gdje je r kvadratno slobodan cijeli broj) za neki pozitivan racionalan broj w,
onda je rezidual kuta θ jednak r.
Dokaz.
⇒ Neka cos θ = mn i rezidual od θ neka je r. Slijedi da je cos2 θ = m
2
n2 = 1 − sin2 θ i stoga
sin θ =
√
1 − m2n2 =
√
n2−m2
n . Po prethodnoj definiciji znamo da postoji cijeli broj j takav da




r, gdje je w racionalan broj jednak jn .
⇐ Neka je sin θ = w√r. Slijedi da je sin2 θ = w2r = 1 − cos2 θ, odnosno cos2 θ = 1 − w2r.
Buduc´i da je cos θ racionalan broj, za relativno proste cijele brojeve m i n mozˇemo zapisati
cos θ = mn . Iz toga slijedi da je 1 − w2r = m
2
n2 , odnosno n
2 − n2w2r = m2. Konacˇno,
n2 − m2 = (nw)2r. Prema osnovnom teoremu aritmetike rastav broja na prim faktore je
jedinstven i stoga je zapis u obliku produkta kvadratno slobodnog broja i potpunog kvadrata
jedinstven i zakljucˇujemo da r mora biti rezidual kuta θ.

Lema 3.0.4. Neka su θ i φ kutovi s racionalnim kosinusima i zajednicˇkim rezidualom r.
Tada kut pi − θ − φ ima rezidual r.
Dokaz.
Uocˇimo da je kut pi − θ − φ iz intervala 〈0, pi〉. Iz trigonometrijskih identiteta slijedi da
sin (pi − θ − φ) = sin (θ + φ) = sin θ cos φ + cos θ sin φ. Buduc´i da su θ i φ kutovi s raci-
onalnim kosinusima i zajednicˇkim rezidualom r, postoje m, n, p, q takvi da je cos θ = mn
i cos φ = pq . Po prethodnoj lemi znamo da postoje racionalni brojevi w1 i w2 takvi da je
sin θ = w1
√
r i sin φ = w2
√
r. Nadalje, sin (pi − θ − φ) mozˇemo zapisati kao




















Stoga je po prethodnoj lemi rezidual kuta pi − θ − φ jednak r.

Teorem 3.0.5. Ako su θ, φ i γ tri kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama onda oni imaju
isti rezidual.
Dokaz.
Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da su θ i φ sˇiljasti kutovi. Buduc´i da
su duljine stranica trokuta cijeli brojevi, slijedi da kosinusi svih triju kutova moraju biti
racionalnih vrijednosti. Po teoremu 3.0.2 slijedi da θ i φ imaju isti rezidual r. Buduc´i da je
γ = pi − θ − φ, po prethodnoj lemi slijedi da γ ima isti rezidual r kao i θ i φ. 
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Nakon sˇto smo otkrili da se nasˇi trokuti mogu prikazati pomoc´u jedinstvenog reziduala, za-
nima nas obrnuti smjer. Ako su nam dana dva kuta s racionalnim kosinusima i zajednicˇkim
rezidualom, postoji li trokut koji ih sadrzˇi?
Teorem 3.0.6. Neka su θ i φ kutovi s racionalnim kosinusima takvi da je 0 < θ < φ < pi2 .
Ako θ i φ imaju isti rezidual, onda postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrzˇi
kutove θ i φ.
Dokaz.
Neka su θ i φ kutovi s racionalnim kosinusima takvi da je 0 < θ < φ < pi2 i neka imaju isti
rezidual. Tada mozˇemo zapisati cos θ = mn , n
2 −m2 = j2r, cos φ = pq i q2 − p2 = k2r gdje su
svi cijeli brojevi pozitivni i r je kvadratno slobodan.
Razmotrimo trokut s kutovima θ i φ i sa stranicama kao sˇto je prikazano na sljedec´oj slici.
Slika 3.1: Dokaz teorema 3.0.6







sin (θ + φ)
c
.

























 = mk + p jq j .
Dakle, trokut (q j, nk,mk + p j) ima cjelobrojne stranice i sadrzˇi kutove θ i φ.

Prethodna dva teorema zajedno nam daju zavrsˇni teorem.
Teorem 3.0.7. Sˇiljasti kutovi θ i φ s racionalnim kosinusima imaju isti rezidual ako i samo
ako postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrzˇi ta dva kuta.
Poglavlje 4
Opc´a formula za trokute s cjelobrojnim
stranicama i trisektibilnim kutovima
Kombinirajuc´i teorem 3.0.6 i nasˇe poznavanje vrijednosti kosinusa potrebnih za trisektibil-
nost kutova, dobivamo sljedec´e rezultate. Ovaj teorem pruzˇa opc´i odgovor na pitanje koje
se postavlja na pocˇetku.
Teorem 4.0.1. Neka su θ i φ trisektibilni kutovi s racionalnim kosinusima takvi da 0 < θ <
φ < pi2 . Pretpostavimo da θ i φ imaju jednaki r i zapisˇimo cos θ =
m
n , n
2−m2 = j2r, cosφ = pq
i q2− p2 = k2r, gdje su svi cijeli brojevi pozitivni. Onda je svaki od trokuta (q j, nk,mk+ p j)
i (q j, nk,mk − p j) trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.
Dokaz.
Formula (q j, nk,mk + p j) je utvrdena u dokazu teorema 3.0.6. Uzimajuc´i u obzir sˇiljaste
kutove θ i φ− θ i koristec´i isti pristup, dobivamo formulu (q j, nk,mk− p j). Uocˇimo da ovaj
drugi trokut sadrzˇi tupi kut.

Raspolazˇuc´i spoznajom da kutovi θ i φ trebaju imati isti rezidual, vrac´amo se na popis
moguc´ih racionalnih vrijednosti kosinusa za trisektibilne kutove te racˇunamo rezidual za
svaki od njih. Nakon sˇto smo pronasˇli dvije vrijednosti s istim rezidualom, mozˇemo upotri-
jebiti formulu (q j, nk,mk ± p j) za dobivanje odgovarajuc´ih kutova. Na taj nacˇin otkrivamo
da kutovi cˇiji su kosinusi 527 i
37
125 oba imaju rezidual 11, a time dobivamo trokute
(972, 1000, 476) = 4 · (243, 250, 119) i (972, 1000, 116) = 4 · (243, 250, 29).
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Sljedec´e smo otkrili da kutovi cˇiji su kosinusi 916 i
47
128 oba imaju rezidual 7 i time dobivamo
trokute
(640, 720, 640) = 80 · (8, 9, 8) i (640, 720, 170) = 10 · (64, 72, 17).
Takoder smo otkrili da vrijednosti kosinusa 44125 i
117
125 doprinose potpunim kvadratima (rezi-
dual je 1) i na taj nacˇin dobivamo trokute
(5500, 14625, 15625) = 125 · (44, 117, 125) i (5500, 14625, 11753).
Trokut (44, 117, 125) je pravokutni trokut koji je spomenut ranije. Tupokutan trokut
(5500, 14625, 11753) pokazuje da zajednicˇki rezidual kutova mozˇe biti 1 cˇak i kada trokut
nije pravokutan. Pogledamo li tih sˇest trokuta koje smo otkrili, uocˇavamo da ova metoda
ponekad generira jednakokracˇne ili pravokutne trokute. Jedan od nacˇina kako izbjec´i takve
trokute je zapocˇeti s dvije vrijednosti kosinusa koje imaju relativno proste nazivnike.
Kao sˇto vidimo u ovim primjerima, katkad je potrebna primjena odredenog faktora da bi
se dobio primitivni trokut. Uz pretpostavku da je 0 < θ < φ < pi2 i usvajanjem notacije
iz teorema 4.0.1, pretpostavimo da je M(m, n) = 1, M(p, q) = 1 i M(n, q) = 1. Neka je
g = M( j, k) i pisˇemo j = g j′ i k = gk′. Tada je osnovni zadatak dokazati da svaka od
formula (q j′, nk′,mk′ + p j′) i (q j′, nk′,mk′ − p j′) daje primitivni trokut s cjelobrojnim stra-
nicama i trisektibilnim kutovima.
Sada imamo dvije metode za pronalazˇenje trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibil-
nim kutovima. Iako je vrlo malo vjerojatno da su jednake, jesmo li sigurni da su te dvije
metode zapravo razlicˇite? Prva (i jednostavnija) metoda predstavljena u teoremu 2.3.1 re-
zultirala je trokutima cˇiji kutovi su racionalni visˇekratnici jedni drugih modulo pi. Neka su
θ, φ i ψ tri kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Ima li cijelih
brojeva n, r i s takvih da je θ = npi + rsφ ili θ = npi +
r
sψ? Prvu jednadzˇbu mozˇemo zapisati
u obliku sθ = nspi + rφ, a drugu
sθ = nspi + r(pi − θ − φ) ili (r + s)θ = (ns + r)pi − rφ.
U svakom slucˇaju, mozˇemo pronac´i pozitivne cijele brojeve r i s takve da je cos(sθ) =
± cos(rφ).
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Cˇebisˇevljevi polinomi Tk su korisni u ovoj fazi procesa.




cos (k arccos x) , |x| ≤ 1
cosh (k arccosh x) , x ≥ 1
(−1)k cosh (k arccosh (−x)) , x ≤ −1
Jedno od brojnih svojstava ovih polinoma je cˇinjenica da cos(kθ) = Tk(cos θ) za svaki
pozitivan cijeli broj k pri cˇemu je cos (kx) realni dio de Moivreove formule1.
Osim toga, polinom Tk ima stupanj k s vodec´im koeficijentom 2k−1. Ako pretpostavimo da
je cos θ = mn i cos φ =
p
q , gdje su n i q relativno prosti neparni brojevi i M(m, n) = 1 =
M(p, q), tada vidimo da













+ . . . =
2r−1 pr + qY
qr
,







2r−1 pr + qY
)
sˇto nam otkriva da jedan od neparnih prim brojeva koji dijeli q takoder mora dijeliti i 2r−1 pr,
a to nas dovodi do kontradikcije. Slijedi da metoda teorema 4.0.1 generira trokute koji se
ne pojavljuju metodom teorema 2.3.1.
Uz prethodni teorem, u moguc´nosti smo generirati beskonacˇno mnogo trokuta s cjelo-
brojnim stranicama i trisektibilnim kutova. Medutim, dokazi o rezidualima tih kutova i
njihovim trisekcijama su potrebni kao teorijska podloga za nasˇe istrazˇivanje. Ti teoremi i
njihovi dokazi slijede ispod.
Lema 4.0.3. Neka je θ kut s racionalnim vrijednostima kosinusa. Tada kut 3θ ima jednaki
rezidual kao i kut θ.
Dokaz.
Prema formuli za sinus trostrukog kuta slijedi da je
sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ. (4.1)
1(cos x + i sin x)n = cos (nx) + i sin (nx)
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Po lemi 3.0.3 slijedi da ako je r rezidual kuta θ, tada postoji racionalan broj w takav da
sin θ = w
√
r. Uvodenjem toga u (4.1) dobivamo
sin 3θ = 3w
√





Buduc´i da su w i r racionalni brojevi, slijedi da je 3w−4w3r racionalan broj i po lemi 3.0.3
kut 3θ ima rezidual r.

Za ucˇinkovito dobivanje tih vrsta trokuta, trebamo bolju metodu od nasumicˇnog pretrazˇiva-
nja za pronalazˇenje zajednicˇkih reziduala. Podsjec´amo da nasˇ popis racionalnih vrijednosti
kosinusa mozˇe biti generiran brojevima oblika |4t3−3t| gdje je t racionalan broj iz intervala
〈−1, 1〉. Kao sˇto sljedec´i teorem pokazuje, kutovi povezani s t i |4t3 − 3t| imaju isti rezidual
jer su kutovi povezani s 4t3 − 3t i −(4t3 − 3t) suplementarni.
Teorem 4.0.4. Neka je t racionalan broj iz intervala 〈−1, 1〉. Ako su kutovi θ i φ iz intervala
〈0, pi〉 takvi da je cos θ = t i cos φ = 4t3 − 3t, onda θ i φ imaju isti rezidual.
Dokaz.
Prema formuli za kosinus trostrukog kuta slijedi da je
cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ. (4.2)
Neka su θ i φ iz intervala 〈0, pi〉 takvi da je cos θ = t i cos φ = 4t3 − 3t. Uvodenjem toga u
(4.2) dobivamo
cos 3θ = 4t3 − 3t = cos φ.
Zakljucˇujemo je kut 3θ jednak ili φ ili 2pi + φ ili 2pi − φ. Buduc´i da su vrijednosti kosinusa
jednake, slijedi da φ mora imati isti rezidual kao 3θ. Po lemi 4.0.3 slijedi da θ i φ imaju isti
rezidual.

Neka je r kvadratno slobodan broj i (kako bismo pojednostavili notaciju) neka je f defini-
rano s f (t) = 4t3 − 3t. S obzirom na dva pozitivna cijela broja x i y, racionalan broj |x2−ry2|x2+ry2
lezˇi u intervalu 〈0, 1〉. Neka je θ sˇiljasti kut za koji cos θ ima tu vrijednost. Onda je lako







je trisektibilan i ima rezidual r. Nas zanimaju brojevi koji se mogu izraziti u obliku x2+ry2,
za danu vrijednost r. Zˇelimo li napraviti korak dalje, mozˇemo se pitati koji se prim brojevi
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p mogu izraziti na taj nacˇin. Poznato je da jednadzˇba p = x2 + ry2 ima beskonacˇan broj
rjesˇenja kada r ima bilo koju od vrijednosti 1, 2, 3 ili 7. Takoder, poznato je da su u sva-
kom slucˇaju potrebni prim brojevi odredenog oblika. Konkretno, teorija algebarskih cijelih
brojeva ukazuje da se jednadzˇba mozˇe rijesˇiti u sljedec´im slucˇajevima:
r = 1 odgovara prim brojevima oblika 4k + 1;
r = 2 odgovara prim brojevima oblika 8k + 1 ili 8k + 3;
r = 3 odgovara prim brojevima oblika 3k + 1;
r = 7 odgovara neparnim prim brojevima oblika 7k + 1, 7k + 2 ili 7k + 4.
Prvih nekoliko primjera svakog tipa su sljedec´i.
5 = 12 + 22 3 = 12 + 2 · 12 7 = 22 + 3 · 12 11 = 22 + 7 · 12
13 = 22 + 32 11 = 32 + 2 · 12 13 = 12 + 3 · 22 23 = 42 + 7 · 12
17 = 12 + 42 17 = 32 + 2 · 22 19 = 42 + 3 · 12 29 = 12 + 7 · 22
29 = 22 + 52 19 = 12 + 2 · 32 31 = 22 + 3 · 32 37 = 32 + 7 · 22
37 = 12 + 62 41 = 32 + 2 · 42 37 = 52 + 3 · 22 43 = 62 + 7 · 12
41 = 42 + 52 43 = 52 + 2 · 32 43 = 42 + 3 · 32 53 = 52 + 7 · 22
Da bismo ilustrirali kako se te jednadzˇbe mogu koristiti za generiranje trokuta s cjelobroj-
nim stranicama, promatramo slucˇaj u kojem je r = 2. Pomoc´u izraza za 11 i 3 u drugom



















)∣∣∣∣∣∣ = 2327 ≈ 0.8519.
Primjenom formula (q j, nk,mk ± p j) iz teorema 4.0.1, dobivamo dva trokuta
(1215, 1331, 2204) i (1215, 1331, 134). Koristec´i gore navedene jednadzˇbe, mozˇemo dobiti
mnogo visˇe takvih trokuta za vrijednosti r = 1, 2, 3 ili 7. Takoder je zanimljivo istrazˇiti sˇto
se dogada za druge vrijednosti r, ukljucˇujuc´i i vrijednosti r koje nisu prim brojevi. Npr.
neka je r = 57, primijetimo da vrijednosti kosinusa 811 i
28
















i te vrijednosti dovode do trokuta (22627, 24389, 31716) i (22627, 24389, 2612).
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Jesmo li sigurni da postoji trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima u ko-
jem je zajednicˇki rezidual kutova r, za dani kvadratno slobodan cijeli broj r?
Za r = 1, znamo da postoji beskonacˇan broj razlicˇitih moguc´nosti na temelju nasˇih rani-
jih komentara o pravokutnim trokutima. Zapravo, koristec´i sˇiljaste kutove tih pravokutnih
trokuta i primjenom druge formule iz teorema 4.0.1 (koji daje trokut s tupim kutom) do-
bivamo beskonacˇan broj raznostranicˇnih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim
kutovima bez pravog kuta cˇiji je zajednicˇki rezidual 1. Sljedec´i teorem nam pokazuje da
se taj rezultat protezˇe na sve druge vrijednosti od r. Pridjev ”razlicˇit“ koji se koristi u is-
kazu teorema odnosi se na trokute koji nisu slicˇni. Navedimo teorem bez dokaza koji daje
odgovor na postavljeno pitanje.
Teorem 4.0.5. Za svaki kvadratno slobodan cijeli broj r postoji beskonacˇan broj razlicˇitih
raznostranicˇnih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima za koje je za-
jednicˇki rezidual kutova r.
Napomenimo da se dokaz temelji na promatranju niza racionalnih brojeva an =
|4n2−r|
4n2+r .
Pokazuje se da je taj niz rastuc´i te da se izborom kutova θn takvih da je cos(θn) = f (an),
uz f (t) = 4t3 − 3t mozˇe dobiti beskonacˇno mnogo trokuta s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima cˇiji je rezidual jednak r.
Poglavlje 5
Pitagorini trokuti s trisektibilnim
kutovima
Kao sˇto smo vec´ u poglavlju 2 najavili, u ovom posljednjem poglavlju detaljnije c´emo se
osvrnuti na pravokutne trokute s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.
Buduc´i da znamo da u svakom pravokutnom trokuti vrijedi Pitagorin poucˇak, dolazimo do
sljedec´e definicije.
Definicija 5.0.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, c) zovemo Pitagorina trojka ako
su a, b katete, a c hipotenuza nekog pravokutnog trokuta, tj. ako vrijedi
a2 + b2 = c2.
Ako su a, b, c relativno prosti, onda kazˇemo da je (a, b, c) primitivna Pitagorina trojka.
Definicija 5.0.2. Pravokutni trokut sa stranicama a, b i c, pri cˇemu su a, b i c relativno
prosti brojevi, nazivamo primitivni Pitagorin trokut.
Lako se uocˇi da u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojci c mora biti neparan broj te da a i
b moraju biti razlicˇite parnosti, odnosno tocˇno jedan od a ili b je neparan broj. Mi c´emo
uzimati da je prvi broj u trojci paran.
Sve primitivne Pitagorine trojke zadovoljavaju sljedec´e svojstvo (vidi [4]).
Teorem 5.0.3. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c) u kojima je a paran, dane su for-
mulama
a = 2mn, b = m2 − n2, z = m2 + n2,
gdje je m > n i m, n su relativno prosti prirodni brojevi razlicˇite parnosti.
26
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Kako bismo dokazali rezultat koji slijedi, koristit c´emo Gaussove cijele brojeve.
Gaussovim cijelim brojevima nazivaju se kompleksni brojevi kojima je i realni i imaginarni
dio cijeli broj. Skup svih Gaussovih cijelih brojeva {a + bi : a, b ∈ Z} obicˇno se oznacˇava
sa Z[i] i to je komutativni prsten s obzirom na operacije zbrajanja i mnozˇenja u polju C. U
tom prstenu invertibilni su za mnozˇenje samo brojevi 1, -1, i, −i. Takoder, Z[i] je integralna
domena, dakle nema djelitelja nule.
Nadalje, prsten Z[i] je euklidska domena s obzirom na normu N(a+bi) = a2+b2, sˇto znacˇi
da u njemu vrijedi poopc´enje svojstva o dijeljenju s ostatkom u prstenu cijelih brojeva Z.
Naime, za u, v ∈ Z[i], pri cˇemu je v razlicˇit od 0, postoje q, r ∈ Z[i] takvi da je u = vq + r,
gdje je N(r) < N(v). Ovdje q i r opc´enito nisu jednoznacˇno odredeni, kao kod dijeljenja
cijelih brojeva, ali se jednoznacˇnost mozˇe postic´i uz neke dodatne pretpostavke.
Vazˇno je svojstvo prstena Z[i] da je to faktorijalni prsten ili domena s jednoznacˇnom fak-
torizacijom u ireducibilne (proste) faktore, to jest da vrijedi analogon osnovnog teorema
aritmetike za cijele brojeve. Opc´enito, element p prstena R naziva se prostim ako p nije 0
i nije invertibilan element, a vrijedi da cˇim p dijeli umnozˇak uv elementa u, v iz R onda p
dijeli barem jedan od tih elemenata.
Primjerice, cijeli broj 2 je prost u prstenu Z, ali ne i u prstenu Z[i] jer vrijedi (1+i)(1−i) = 2,
a niti jedan od brojeva 1+ i, 1− i nije djeljiv s 2, to jest ne mozˇe se napisati u obliku 2w za
neki w ∈ Z[i].
U faktorijalnom prstenu vrijedi teorem:
Teorem 5.0.4. Svaki element razlicˇit od 0 koji nije invertibilan mozˇe se napisati kao umno-
zˇak prostih elemenata i jednog invertibilnog elementa.
Posebno, za prsten Z[i] vrijede sljedec´a svojstva:
Pozitivni cijeli broj p je prosti element u tom prstenu ako i samo ako je p prim broj oblika
p ≡ 3(mod4).
Opc´enito, Gaussov cijeli broj z = a+bi je prosti element prstena Z[i] ako i samo ako vrijedi
jedno od sljedec´eg:
N(z) = a2+b2 je prim broj koji pri dijeljenju s 4 daje ostatak 3 ili je z umnozˇak invertibilnog
elementa (dakle, jednog od 1, -1, i, −i) s prim brojem p takvim da je p ≡ 3(mod4).
Pojedinosti se mogu nac´i u [2].
Jednakosti kao sˇto su
37 = (1 + 6i)(1 − 6i), (1 + 6i)2 = −35 + 12i, 122 + 352 = 372
pokazuju vezu izmedu Gaussovih cijelih brojeva i primitivnih Pitagorinih trojki.
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Teorem 5.0.5. Ako je (A, B,C3) primitivna Pitagorina trojka, onda postoji primitivna Pi-
tagorina trojka (a, b,C) takva da je A = |a3 − 3ab2| i B = |b3 − 3a2b|.
Dokaz.
Po svojstvima Pitagorine trojke, postoje relativno prosti pozitivni cijeli brojevi s i t takvi
da je s < t, t − s je neparan i A = 2st, B = t2 − s2, C3 = t2 + s2. Slijedi da je
C3 = (t + si)(s − si) i (t + si)2 = B + Ai.
Nije previsˇe tesˇko pokazati da su Gaussovi cijeli brojevi t+ si i t− si relativno prosti (bitna
nam je cˇinjenica da je t − s neparan jer 2 nije Gaussov prim broj) i svaki od ta dva broja
mora biti potpuni kub. Neka je v + ui Gaussov cijeli broj takav da je (v + ui)3 = t + si te





(v + ui)2 (v − ui)2
)3
= ((t + si) (t − si))2 = C6,
vidimo da je (a, b,C) Pitagorina trojka. Osim toga, iz sljedec´eg izraza

























dobivamo da je B = |b(b2 − 3a2)| i A = |a(a2 − 3b2)|. Konacˇno, cˇinjenica da su A i B
relativno prosti povlacˇi da su i a i b relativno prosti.

Sada smo u moguc´nosti dokazati glavni teorem ovog poglavlja. Spomenuli smo vec´ da
ako je jedan sˇiljasti kut u pravokutnom trokutu trisektibilan, tada je i preostali sˇiljasti kut
takoder trisektibilan. Kako bismo to pokazali, neka su α i β dva sˇiljasta kuta u pravokutnom
trokutu te neka je α3 konstruktibilan. Buduc´i da je lako konstruirati kut od 30
◦ (prepolo-
vimo jedan od kutova u jednakostranicˇnom trokutu), slijedi da se kut β3 = 30
◦ − α3 mozˇe
konstruirati i stoga je β trisektibilan.
Teorem 5.0.6. Sˇiljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (a, b, c) su trisektibilni ako i
samo ako je c potpuni kub.
Dokaz.
⇒ Neka su sˇiljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (a, b, c) trisektibilni. Po teoremu
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1.3.3, polinom 4x3 − 3x − bc ima racionalni korijen. Neka je yz takav korijen da su y i z



















Ako je z neparan broj, onda su oba razlomka u drugoj jednakosti potpuno skrac´eni. Kako
bismo to vidjeli, pretpostavimo da je p prim broj koji dijeli y(4y2 − 3z2) i z3. Slijedi da
je p neparan te dijeli z i 4y2 − 3z2. To povlacˇi da p dijeli 4y2, a stoga i y, sˇto dovodi do
kontradikcije s cˇinjenicom da su y i z relativno prosti. Slijedi da je c = z3.











Ako je w paran, onda je (kao u prethodnom slucˇaju), posljednji razlomak potpuno skrac´en
i c = 2w3 sˇto dovodi do kontradikcije s cˇinjenicom da je c neparan. Ako je w neparan,
onda na slicˇan nacˇin dolazimo do toga da je 2 jedini zajednicˇki faktor od y(y2 − 3w2) i 2w3
te vidimo da je 2b = y(y2 − 3w2) i c = w3. Zakljucˇujemo da je c potpuni kub.
⇐ Neka je c = C3 potpuni kub te neka je (A, B,C3) odgovarajuc´a primitivna Pitagorina
trojka. Po teoremu 5.0.5, postoje primitivne Pitagorine trojke (a, b,C) takve da vrijedi





























. Po teoremu 1.3.3 slijedi
da su sˇiljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (A, B,C3) trisektibilni.

Primitivni Pitagorin trokut (44, 117, 125) je najmanji takav trokut cˇiji su kutovi trisektibilni.
Kada je c kub prim broja, postoji samo jedna moguc´a trojka, tako da su ove vrste primjera
relativno jednostavne.
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Sazˇetak
Trokuti s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima posebna su klasa trokuta. Ko-
sinusi kutova takvih trokuta su racionalni brojevi s dodatnim svojstvom da se mogu izraziti
pomoc´u stanovitog polinoma 3. stupnja. Pokazuje se da ne postoje jednakostranicˇni i jed-
nakokracˇni pravokutni takvi trokuti. U ovom radu naglasak smo stavili na raznostranicˇne
trokute s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima, no osvrnuli smo se i na posto-
janje jednakokracˇnih koji nisu pravokutni te pravokutnih takvih trokuta.
Pokazuje se da kljucˇnu ulogu za postojanje razmatrane vrste trokuta ima tzv. rezidual, a
to je pozitivni cijeli broj koji je na jednostavan nacˇin povezan s racionalnom vrijednosti
kosinusa. Preciznije, dva sˇiljasta kuta s racionalnim kosinusima imaju isti rezidual ako i
samo ako postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrzˇi ta dva kuta. Nadalje, pomoc´u
reziduala dolazi se do opc´e formule za stranice promatranih raznostranicˇnih trokuta koji ne-
maju pravi kut. Glavni rezultat ovog rada otkriva da za svaki kvadratno slobodan pozitivan
cijeli broj r postoji beskonacˇno mnogo razlicˇitih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisek-
tibilnim kutovima kojima je zajednicˇki rezidual jednak r. U radu su izlozˇene jednostavne
metode za generiranje takvih trokuta te niz primjera za odgovarajuc´e duljine triju stranica.
Konacˇno, pokazuje se da su sˇiljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta su trisektibilni
ako i samo ako je hipotenuza potpuni kub.
Summary
Integer-sided triangles with trisectible angles are a special class of triangles. Cosines of
angles of such triangles are rational numbers with the additional property of representation
by a specific third degree polynomial. It is shown that no equilateral triangles and no right
angled isosceles triangles belong to that class. In this paper, the emphasis is placed on
scalene integer-sided triangles with trisectible angles, but the existence of right triangles
with these properties is thoroughly investigated, too, as well as the inclusion of isosceles
triangles without a right angle in that class.
It is shown that the key feature for the existence of the considered triangle type is the
so-called residual. Residual is a positive integer that is in a simple way associated to the
rational value of the cosine. More precisely, two acute angles with rational cosines have the
same residual if and only if there is an integer-sided triangle containing these two angles.
Furthermore, a general formula based on residuals is derived for the sidelengths of the
observed scalene triangles without a right angle. The main result of this paper reveals that
for each square-free positive integer r there exist infinitely many distinct scalene integer-
sided triangles with trisectible angles and with r as their common residual. Some simple
methods for generating such triangles are presented and examples for the corresponding
sidelengths are given. Finally, it is shown that the acute angles of primitive Pythagorean
triangles are trisectible if and only if their hypotenuse is a perfect cube.
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